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1 COVID-19

W grudniu 2019 r. w Wuhan w prowincji Hubei w Chinach doszlo do wybuchu klastréw wirusowe-
go zapalenia pluc wywolanego nowym koronaawirusem (2019-nCoV/SARS-CoV-2). Od czasu wybuchu
epidemii kilka grup zglosito szacunkowe wartosci . Do oszacowania tendencji epidemicznych w Wuhan
zastosowano model dynamiki choréb zakaznych SEIR (Susceptible, Exposed, Infectious, and Removed).
Kilka etapow zostato podzielonych przez daty, w ktérych w Wuhan obowiazywaly rézne poziomy srod-
kéw zapobiegawczych i kontrolnych. Szacowana liczba zakazen osiagnie najwyzszy poziom pod koniec
lutego, czyli 58077 — 84520 lub 55869 — 81393. To, czy szczyt liczby zakazen nastapi w lutym 2020
r., czy tez nie, moze by¢ waznym wskaznikiem oceny adekwatnosci obecnych srodkéw podejmowanych
w Chinach. Niezaleznie od wystapienia szczytu, obecnie rygorystyczne srodki w Wuhan powinny by¢
stale wdrazane, a w innych miejscach w Chinach, gdzie wystepuje duza liczba przypadkéow COVID-19,
nalezy zastosowac niezbedne, rygorystyczne $rodki w zakresie zdrowia publicznego w celu zmniejszenia
Rt do idealnego poziomu i kontroli zakazenia. Koronaawirus (2019-nCoV/SARS-CoV-2) doprowadzit
do wybuchu wirusowego zapalenia ptuc w Wuhan w Chinach od grudnia 20191 r. Swiatowa Organizacja
Zdrowia (WHO) oglosila chorobe Coronavirus Disease 2019 (COVID-19)3. Wiekszo$é przypadkéw z
pierwotnego klastra miala zwiazek epidemiologiczny z Targiem Hurtowym Huanan Seafood4. Pacjen-
ci maja objawy kliniczne, w tym goraczke, kaszel, duszno$é¢, bole miesni, zamieszanie, bél glowy, bol
gardla, katar, bél w klatce piersiowej, biegunke, nudnosci i wymioty. Na dzien 17 lutego 2020 r. w Chi-
nach kontynentalnych Narodowa Komisja Zdrowia Chinskiej Republiki Ludowej (NHC) zglosila lacznie
72436 potwierdzonych przypadkéw (w tym 11741 obecnie powaznych przypadkéw), 6242 obecnie po-
dejrzane przypadki, taczna liczbe 1868 zgondéw i 12 552 przypadki wypisane ze szpitala7. Znaczacy
wzrost liczby potwierdzonych przypadkéw w Chinach i za granica doprowadzil do ogloszenia przez
WHO w dniu 30 stycznia, ze zdarzenie to stanowito juz zagrozenie dla zdrowia publicznego o zasiegu
miedzynarodowym. W odpowiedzi na wybuch epidemii COVID-19 podjeto szereg natychmiastowych
dziatan w zakresie zdrowia publicznego.

Obecnie w Polsce jest poand 22000 zachorowan oraz ponad 1000 przypadkéw smiertelnych. Aktualne
dane pochodzacce ze strony World Health Organization WHO.


https://covid19.who.int/region/euro/country/pl
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Rysunek 1.1: Aktualne dane dla Polski z dnia 28/05/2020

2 Wstep

Optymalna kontrola moze poméc w okresleniu polityki szczepien w odniesieniu do choréb zakaznych-
w tym przypadku do wirusa SARS-COV-2. W przypadku choréb przenoszonych poziomowo, tzn takich,
w ktorych mozemy podzielié¢ populacje na pewne prziedzialy, zastosowano modele SIR oraz ich pochod-
ne. Wiekszo$¢ literatury na temat modeli SEIR z funkcjonalami kosztu sa to wskazniki szczepien, moga
wystepowac w formie kwadratowej badz liniowej, jest to uzaleznione od zmiennej u(r). W tym miej-
scu proponujemy wprowadzenie do systemu kosz typu L', ktéry jest liniowy w stosunku do zmiennej
sterujacej. Odpowiednio L? symbolizuje forme kwadratows, ktéra symbolizuje koszt kwarantanny lub
odizolowania zdrowych osobnkéw od chorych. Zakladamy, ze liczba szczepien za kazdym razem jest
ograniczona. Wowczas odrzucamy utopijng wersje zdarzen, ze kazdy obywatel zostanie zaszczepiony.
W ten sposéb powstaje optymalny problem kontroli z mieszanym ograniczeniem stanu kontroli. Oma-
wiamy niezbedne warunki optymalnosci zasady maksymalnej oraz przedstawiamy rozwiazania liczbowe,
ktore dokladnie spelniajg niezbedne warunki.

3 Model SEIR

Jest to pochodna modelu SIR, z ta réznica, ze uwzgledniamy faze utajona choroby za pomoca
dodatkowej grupy osobnikéw E(t) pomiedzy grupa S(t) a I(t). Modele SEIR sa szeroko stosowane do
modelowania rozprzestrzeniania si¢ choréb zakaznych w danej populacji. Modele te dziela jednostki na
cztery przedzialy istotne dla epidemii. Osobnik moze znajdowaé sie w enklawie S, jezeli jest podatny
(lub podatny) na chorobe. Osoby zakazone, ale nie bedace w stanie przenosi¢ go, znajduja sie w
przedziale E, czyli w populacji narazonej na zakazenie. Zakazone osoby zdolne do rozprzestrzeniania sie
choroby znajduja sie w enklawie I, a osoby uodpornione w enklawie R. W modelach SEIR zaklada sig, ze
kazdy jest podatny na chorobe przez urodzenie, a choroba przenoszona jest na jednostke przez pozioma
zapadalnosé, tzn. podatny osobnik staje sie zakazony w kontakcie z osobami zakaznymi. Obecnosé
opéznien prowadzi do powstania lepszych prognoz oraz do powstawania oscylacji.

Model SEIR jest wiec modelem dynamicznym, ktory rozdziela pewng populacje na poszczegdlne
przedzialy.



Opisujac ten model przypisujac zmienne do kazdej klasy otrzymujemy:
e (S — the susceptibles) S(¢) to liczba oséb w czasie t, ktére moga zostaé zainfekowane,

e (E — exposed) E(t) to liczba 0s6b w czasie ¢, ktére doswiadczaja diugiego okresu inkubacji, tak
ze dana osoba jest zarazona, ale jeszcze nie zaraza innych.

o (I — the infectives) I(t) to liczba 0s6b w czasie t, ktére sa zarazone i moga przenosi¢ chorobe,

e (R — the removed, or dead/recovery) R(t) to liczba oséb, ktére w czasie t sa uodpornione (wy-
zdrowialy lub zmarty).

Waznym zalozeniem jest, ze w modelach SEIR osoby w stanie wyleczonym zyskuja catlkowita odpornosé
na patogen.
Przenoszenie choroby w danej populacji opisuje si¢ za pomoca nastepujacych parametréow:

e ¢ — stopien, w jakim narazone osoby staja si¢ zakazne,
e g — stopien, w jakim osoby zakaZzne wracajg do zdrowia,

e g — wspOlczynnik umieralnosci z powodu choroby,

b — naturalny wspotczynnik urodzen,
e d — naturalny wspoétczynnik umieralnosci,

e ¢ — wspoOlczynnik rozprzestrzenianie sie czynnika zakaznego z jednej osoby na druga.

u(t) — jest to frakecja osobnikéw wrazliwych zaszczepionych w casie ¢ (W tym przypadku zakta-
damy, ze szczepionka jest skuteczna, tak aby wszystkie zaszczepione osoby wrazliwe staly sie

odporne).
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Powyzszy schemat SEIR pokazuje, w jaki sposéb poszczegdlne osoby poruszaja sie w kazdej komorze
modelu. Na przyklad, koronaawirusy sa chorobami o krétkim czasie inkubacji, w przypadku ktorych
powrét do zdrowia daje jedynie czasowa odpornosé. Najnowsze dane pokazuja jednak réwniez, ze z
Covid-19 wyzdrowialy tysiace ludzi. Chociaz wskaznik wyzdrowienia jest obiecujacy, nie oznacza to,
ze ci, ktérzy zostali zakazeni koronaawirusem, nie sa nadal zagrozeni, poniewaz eksperci uwazaja, ze
posiadanie wirusa raz nie oznacza, ze nie mozna zachorowaé od niego ponownie, wiec wyzdrowienie daje
jedynie tymczasowa odpornosé, dlatego tez chociazby prostszy model SIR nie jest dobrym modelem do
prognozowania epidemii COVID-19, ale model SIER moze z pewna dokladno$cia przyblizy¢ rozktad
chorych w czasie. W zamknietej populacji mozemy zatem wyodrebni¢ model, z istotna dynamika, to
znaczy uwzgledniajac wspélczynnik urodzen oraz zgonéw przed epidemia.

bN(t) — dS(t) — eS()I(t) — u(t)S(t)
E'(t)=eS@t)I(t) — (e + d)E(t)
I eE(t)(g+a+d)I(t)
R(t) = gI(t) — dR(t) + u(t)S(t)
(b—d)N(t) — al(t)
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Z warunkami poczatkowymi:
S(0) = So, E(0) = Ey, I(0) = Iy, R(0) = Ry, N(0) = Np. (3.6)

Gdzie rozmiar populacji jest staly i wynosi: S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N, dla dowolnego t.
Aby $ledzié¢ liczbe zaszczepionych oséb wprowadzamy dodatkowa zmienna W (t), ktéra spelnia réwna-
nie:

(3.7)

W limicie iloSciowym szczepionek W (t) < Vg, ktéy musimy uwzglednié, poniewaz zakladamy, Ze nie
jeste$my na tyle bogaci aby zaszczepié kazdego obywatela, rozpatrujac dane w czasie ¢ € [0, T, mamy:

u(t)S(t) < Vo,

gdzie gdzie Vj jest gbérna granica dla szczepionek dostepnych w kazdej chwili ¢.

Rozwazamy funkcje kosztu L1, ktéra jest liniowa w stosunku do zmiennej sterujacej u(t). Poniewaz
zmienna sterujaca pojawia sie réwniez liniowo w dynamice i ograniczeniach, (powigkszona) funkcja
hamiltonowska jest liniowa w stosunku do zmiennej sterujacej. Ocena niezbednego warunku optymal-
nosci zasady maksymalnej Pontryagina pokazuje, ze kazda optymalna kontrola musi by¢ polaczeniem
Regulatoru dwustanowego i kontroli pojedyncza. W tym przypadku termin ”Regulator dwustawny”
lub ”Kontrola pojedyncza” odnosi sie do samego ograniczenia mieszanego, co zostanie wyjaénione w
czedci 5. W tej pracy bedzemy uzywac jedynie Regulatoru dwustawego. Definicje mozna znalezé tutaj.

4 Problem optymalnego sterowania z ograniczenia-
mi mieszanymi

Rozwazmy nastepujacy optymalny problem kontroli z mieszanym stanem kontroli za pomocsg, funk-
cjonatu kosztu. Chcemy zmniejszyé¢ szybko$é wzrostu tych, ktérzy sa podatni na chorobe wowczas
koszty szczepien lub alternatywnie koszty izolacj(czyli réwniez koszty, ale ekonomiczne) beda odpo-
wiednio mniejsze. Z jednej strony chcemy aby byto stosunkowo mato chorych, wéwczas nie wydamy za
duzo za szczepiania lub koszty kwarantanny/izolacji os6b chorych.

min Jl:/o (AI(t) + Bu(t))dt

pod warunkiem
S(t) = bN(t) — dS(t) — eS()I(t) — u(t)S(1),
py =) B0 =SOI0) ~ (c+ B,

I'0) = eB(0) ~ (g + 0+ DI0)

N'(t) = (b—d)N(t) — al(2),
u(t)S(t) < Vo,
u(t) € [0,1] dla t € [0,t],
S(0) = So, E(0) = Eo, I(0) = Iy, N(0) = Np.

Usuneli$my z modelu:
R'(t) = gI(t) — dR(t) + u(t)S(t)
poniewaz liczba odzyskanych osobnikéw jest podana przez:

R(t) = N(t) — S(t) + E(t) + I(t)

oraz:


https://pl.wikipedia.org/wiki/Regulator_dwustawny

ktore jest zbedne dla problemu kontroli. Zatem zmiana stanu jest:
X(S,E,I,N) ¢ R*

Obserwujemy teraz nasz koszt L1:

Jy = / T(AI(t) + Bu(t))dt (4.1)
0

W przeciwienstwie do kontroli kosztu, w ktérej u jest funckaj skalarna, a to pozwala na latwiejsze
obliczenia:

T
Jy = /0 (AaI(t) + Bou?(t))dt (4.2)

Dla tego przypadku A, B, A1, By brane sa pod uwage jako stale. Wypuklosé Jo(u) w stosunku do u
jest korzystne dla podejécia numerycznego, poniewaz pozwala na wyrazenie zmiennej sterujacej przez
zmienna stanu i zmienna sasiednia. W obu przypadkach koszt funkcjonalu jest suma wazona ogélnego
kosztu opieki nad zakazonymi osobami i kosztu szczepienia. Nalezy jednak zauwazy¢, ze w przypadku
Jo(z,u) koszt szczepienia bedzie zalezal od u?, w mniejszej ilosci w poréwnaniu tego z u, ktéra przyjmu-
je wartosci mniejsze niz 1. Pod tym wzgledem Jy (z, u) jest bardziej realistycznym kosztem funcjonatu.
W celu uproszczenia analizy niezbednych warunkéw optymalnego problemu sterowania (P;), wygod-
nie jest przepisa¢ go w formie ogdlnego opymalnego problemu sterowania zmieszanym ograniczeniem
sterowania

T

min Jp :/ L(z(t),u(t))dt
0

pod warunkiem

_ ) 2 (t) = f(z(t) + g(x(t))ul(t),
(Prized) =\ oo(e). u(t)) < 0.

gdzie:

x=(S,E,I,N),

L(z,u) = Al + Bu = Ly(x) + La(z),
f(z) = fi(z) + A1 (2),

fi(x) = ¢(=S1,0,0,0)7,

g(fL’) = (_5707070)T>

m(z,u) = uS — Vo,

—d 0 0 0

A | 0 e+ 0 0

7o e —(g+a+d) 0
0 0 —a b—d

Warunek poczatkowy xg i parametry okreslimy w rozdziale z obliczeniami. Réwnanie rézniczkowe

2(t) = f(x(t) + g(x(t))u(t))

jest afiniczne w kontroli i jest nieliniowe w stanie x ze wzgledu na okreslone fi(x). Nalezy zauwazy¢,
ze mieszane ograniczenia stanu kontroli spetnia warunek regularnosci standardowej.

ma(z(t),u(t) = SO £0 \/t €0, Th()SE) = Vo (4.3)

Mozna pokaza¢ w prosty sposéb istnienie rozwiazania (x., u*) dzieki problemowi Ppyized



5 Warunki optymalizacji niezbedne dla (P)

Niech (2., u.) bedzie minimalizowaé nasz problem Pj lub (Pized). Ponizej sprawdzimy
niezbedny warunek optymalnosci zasady maksimum Pontryagina. Dtatego tez maksymalizujemy —J; (x, u),
standardowa funkcje Hamiltona dang przez:
H(z,p,u) = =AL(z,u)+ < p, f(z) + g(x)u >, ANER, (5.1)

gdzie p = (ps,pr,p1,pn) € R? jest nasza zmienna pomocnicza. W rozszerzonym hamiltonianie ogra-
niczenie m(z,u) > 0 jest polaczone poprzez mnoznik ¢ € R do hamiltonianu:

H(z,p,q,u) = H(x,p,u) — gm(z,u). (5.2)

Znak minus we wzorze wynika z faktu, ze zasada maksimum zaklada, iz ograniczenie stanu kontrolnego
3 zapisanego w formie —m(z,u) > 0. Ze wzgledu na warunek regularnosci (4.3), Zakladamy istnienie
skalaru A > 0, absolutnie ciaglej funkeji p : [0,T] — R%, oraz catkowalnej funkcji ¢ : [0,T] — R takiej,
ze nastepujace warunki sa spelnione prawie wszedzie:

(i) maz|p(t)| :¢t€[0,T]+ X >0,

(ii) (réwnanie adsorpcyjne i warunek poprzecznosci)

—p(t) = Ha[t] = =AMLz [t] + (p(t), folt] + ge[tlu. () — (q(t), malt]),
(T) = (0,0,0,0),

(iii) (warunek maksimum dla hamiltoninu H)

H (. (t),p«(t), us(t)) = mgx{H(x*(t),p(t),u)\O <u<1,m(z.(t),u) >0},

(iv) (warunek maksimum lokalnego dla H)

(v) (warunek komplementarnosci)

q(B)m((z. (1), ux(t)) = q(t)(ux(£)S:(t) = Vo) = 0, ¢(t) > 0.

W przypadku warunku (iv), Njo 1)(u«(t)) oznacza stozek normalny z analizy wypukloéci do [0,1]
przy optymalnym sterowaniu u,(t) redukujacym sie do {0} dla u.(¢) € [0, 1]. Poniewaz stan koncowy
2(T) jest wolny, tatwo jest udowodnié, ze powyzsze niezbedne warunki przystaja do A = 1 (pelny dowdd
péZniej). Stad nasz rozwazany problem jest normalny. Mozemy zatem udowodnié¢ istnienie stalej K (}
takiej, ze:

4] < K2[p()| (5.3)

dla prawie kazdego t € [0, 7.



Zatem wyciagnijmy wnioski z podpunktéw (i)-(v) dla A = 1, ktére péiniej wykorzystamy do wa-
lidacji naszego rozwiazania numerycznego. Réwniania w (ii) dla zmiennej p = (ps,pg,pr,pPn) sa W
szczegbdlnosci dane przez:

—pls(t) = —(d + cL(t) + u.(t))ps(t) + cL(t)pa(t) — u.(t)q(t), (5.4)
—pp(t) = —(e+ d)pe(t) + epr(t), (5.5)
—pi(t) = =S (t)ps(t) + cSu(t)pe(t) — (9 +a+ d)pr(t) — apn(t) — A, (5.6)
—piy(t) = bps(t) + (b — d)pn (1) (5.7)

Ocenmy zatem warunek maksymalnosei (iii) dla hamiltonianu H. Zdefiniujmy funkcje boolowska
(czyli taka, ze klik) ¢ jako:

¢(x,p) = Hy(x,u,p) = =B —psS,  ¢(t) = ¢(x(),p(t)) (5-8)

i sprawdzmy czy warunek (iii) jest réwnowazny warunkowi o maksymalnosci:

d(H)ux(t) = mgx{d)(t)u | 0<u<1uS(t) <V} (5.9)
Co daje prawo kontroli:
[ minfL g%} edy 6(t) > 0
“m{o T ey o) <0 (5.10)

Kazde pojedyncze 0 funkeji ¢(t) powoduje przelaczenie sterowania z min{l, 5. (t } do 0 lub od-
wrotnie. Jedli jednak ¢(t) = 0 spelnia [t1, t2] C [0,T], mamy do czynienia z pojedynczym sterowaniem.
Nie bedziemy jednak wdawaé si¢ w szczeg6ly, gdyz jest to nieistotne dla gtéwnego tematu naszej pracy
(nie pojawia sie w obliczeniach, jest to jedynie podane w ramach formalnoséi rozwiazan). Co wiecej
mozemy zauwazy¢, ze 0 < u,(t) < 1 utrzymuje wartoéci wzdiuz tuku granicznego zagadnienia uS < Vp
tzn zawsze, gdy u.(t) = Vo /S« (t).

W zwiazku z tym definiujemy kontroje poprzez:

Moo ady ¢(t) >0
() =4 s 8 5.11
welt {0 » gdy ¢(t) <0 (510

Z powodu tego, iz 0 < u.(t) < 1 mnoznik u(t) w (iv) znika co daje zaleznosé:
0 = u(t) = Hulf] = B — ps(1)S.(1) — g(1)S.(1). (5.12)

Pozwala to na obliczenie mnoznika ¢(t), dla ktérego otrzymujemy w zwiazku z warunkiem komple-
mentarnosci (v):

B Y
ay=] 50 5V uell) = 5.0 (5.13)
0 , gdy u.(t) < S*?t).


https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcja_boolowska

6 Obliczenia

W Tabeli przedstawiamy warto$ci warunkéw poczatkowych, parametréw i statych, ktore zostaly
wykorzystane w naszych obliczeniach. Dla rozwiazania problemu bierzemy 7' = 20 dni. Wybieramy

Parameter Description Value
b natural birth rate 0.525
d natural death rate 0.5
c incidence coefficient 0.001
¢ exposed to infectious rate 0.5
] recovery rate 0.1
a disease induced death rate 0.2
A weight parameter 5
B weight parameter 10
T number of years 20
Sy initial susceptible population 1000
En initial exposed population 100
fa initial infected population 50
Ry initial recovered population 15
Np initial population 1165

Wa initial vaccinated population 0

siatke N = 10000 z

At = r = 0.002
n

i uzywamy schematu Eulera jako metody integracji. Dopuszczalna tolerancja konweregrencji jest usta-
lona na €peq; = 107°. Dla Poized
u(t)s(t) < Vo =125
i znajdujemy optymalna kontrole:
w(t) = 125/S,(t) dla 0<t<t
T 0 dla t <t < T =20

To pokazuje, ze samo ograniczenie wyrazone jako nowa zmienna sterujaca v = uS jest Regulatorem
dwustawny(definicje mozna znalezé tutaj), z tylko jednym przelacznikiem w ¢;. Otrzymujemy wyniki
liczbowe. Wyniki numeryczne dla B = 10.

Ji(z,u) = 262.9807,
t, = 3.589273,

S(T) = 1849.624, 6.1)
E(T) = 3911697,
I(T) = 2.272755,
N(T) = 1858.109.
Liczbowe rezultaty dla B = 2, przy danych pobranych z liczbowych:
J1(z,u) = 207.5697
t1 = 6.575
S(T) = 1849.261 6.2)
E(T) =1.128632
I(T) = 0.6565977
N(T) = 1862.710

oo


https://pl.wikipedia.org/wiki/Regulator_dwustawny
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Rysunek 6.1: Powyzsze wykresy oraz wyniki zaczerpniete z literatury: link!

7 Podsumowanie

Rozwazaliémy optymalny problem sterowania z mieszanymi ograniczeniami i kosztem L' dla mode-
lu epidemicznego SEIR chordb zakaznych u ludzi. W tej optymalnej kontroli problem kontrola pojawia
sie liniowo. OméwiliSmy niezbedne warunki. Zasada maksymalna i uzyskane wyrazne wzory na funk-
cje przelaczania oraz mnoznik zwigzany z mieszanym ograniczeniem pod wzgledem stanu i zmienne
sasiadujace. Optymalny problem kontroli rozwiazuje sie dzieki dyskretyzacji i metody programowa-
nia nieliniowego. Rozwiazanie numeryczne pokazuje, ze samo ograniczenie, uwazane za nowa zmienna
kontrolna v = u(S), Nigdy nie mieliSmy do czynienia z pojedynczymi kontrolami. Poniewaz podejscie
numeryczne dostarcza réwniez zmienne sasiednie, moglibyémy sprawdzié, czy obliczone rozwiazanie
spelnia niezbedne warunki optymalnosci doktadnie. Badanie wystarczajacych warunkéw wykracza po-
za zakres tego artykulu. W przyszlej pracy zbadamy weryfikacje numeryczna drugiego rzedu wystar-
czajace warunki przy uzyciu metod opisanych w. To takze pozwala nam sie uczy¢ analiza wrazliwosci
i obliczanie pochodnych czutoéci parametryczne;j.
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